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TD 3 — Cardinaux

Exercice 1. Une autre version de ’axiome du choix.

On travaille dans ZF. Soit  un ensemble. On rappelle que h(z) est le plus petit ordinal qui ne s’injecte pas
dans z.

1) Montrer que h(z) est subpotent & P(P(z X x)).
2) Montrer que I’énoncé suivant est équivalent a ’axiome du choix :

St a et b sont deur ensembles alors ou bien a est subpotent a b ou bien b est subpotent a a.

Exercice 2. Et une autre!

Le but de cet exercice est de montrer (dans ZF) que ’énoncé

(*) Tout ensemble infini X est équipotent a son carré cartésien X x X.

implique l'axiome du choix. Si A est un ensemble, on note h(A) le plus petit ordinal qui ne s’injecte pas dans
A. Soit A un ensemble tel que (AU h(A)) x (AU h(A)) est équipotent & AU h(A). En travaillant dans ZF :

1) Montrer qu’il existe une injection 7: A x h(A4) — AU h(A).

2) Montrer que pour tout a € A il existe £ € h(A) tel que 7(a,&) € h(A4) \ A.

3) En déduire l'existence d’une injection de A dans h(A).

4) En conclure que implique I'axiome du choix.

Exercice 3. Ensembles de petites parties.

Si k est un cardinal et A est un ensemble on note P, (A) I'ensemble des parties de A ayant x éléments et P, (A)
I’ensemble des parties de A ayant strictement moins de x élémenents.

1) Montrer que pour tout cardinal infini k, [P<yx, (k)| = k.

2) Montrer que pour tout cardinal infini &, [P, (k)| = 2".

3) Montrer que A < & sont deux cardinaux, avec x infini, alors [Py (k)| = &*.
Exercice 4. Apres aleph, beth.

On définit la suite de cardinaux J, par induction :

Jo =g
:a—i-l = 2:0‘
J. =supdg pour « limite.
B<a

On rappelle qu’un cardinal x est dit fortement limite si 2* < k pour tout \ < k.

1) Montrer qu'un cardinal non dénombrable x est fortement limite si et seulement s’il existe un ordinal limite
a tel que k = 3.

2) Montrer qu'il existe a > 0 tel que R, = J,,.

Exercice 5. Formule de Hausdorff.

1) Montrer que si p est régulier alors pour tout cardinal k < p 'ensemble des applications de x dans u est égal

a Punion |J " des ensembles d’applications de x dans v avec v < p.
Y<p

2) Montrer la formule de HausdorfT : Nzil =N Nyt1. En déduire que pour tout entier n, Xp? = 2N5 . R,

Exercice 6. Une conséquence de I’hypothése généralisée du continu.
On suppose [ ’hypothese généralisée du continu, i.e., 2F = k¥ pour tout cardinal infini x. Soit A un cardinal infini
et g un cardinal non nul. Montrer que
A sl < cof(N)
M= 28 si cof(\) <p <A
20 si A< .
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Exercice 7. Un peu de cofinalité
Montrer que si £ est un cardinal infini, alors cof(2”) > &.

Exercice 8. Deux ensembles stationnaires disjoints

(1) Montrer que ensemble Cj;p, = {@ € wy : « limite} est un club.
n fixe pour chaque o € wy limite une suite strictement croissante (v, o) telle que @ = sup Vn.«.
2) On fixe p haq limit ite strict t croi te (Yn,a) telle q P Vn,
new
a ontrer qu’il existe pour chaque n un ordinal v,, et un ensemble stationnaire S,, tel que pour tou
(a) Montrer qu’il existe p haq dinal ~,, et ble stati ire .S, tel que pour tout
o € S, limite, on ait 7, o = . On fixe désormais de tels \S;, et v,

(b) Montrer que l'intersection (), ., S contient au plus un ordinal limite.

new

(¢) En déduire existence d'un n € w tel que wy \ S, soit stationnaire.
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