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TD 5 — Plus de modeéles intérieurs

Exercice 1. Ensembles dont la cloture transitive est petite.
On se place dans un modele U de ZFC+AF. Si = est un ensemble on note par ct(z) la cloture
transitive de x. On définit pour un cardinal x,
H(k) =A{z:|ct(z)| < k}.
(1) Montrer que H (k) C V, pour tout x régulier et conclure que H (k) est un ensemble.
(2) Soit k régulier. Montrer que H (k) = Vj; ssi k est fortement limite.
(3) Montrer les propriétés suivantes de H (k) :
— H(k) est transitif;
— H(k)NOn =k;
— z € H(k), alors |z € H(k);
—siz € H(k) et y Cx,alors y € H(k);
— si k est régulier, alors
Vexe Hk) < xC H(k) A |z|] < k.

(4) Montrer que si k est régulier et non dénombrable, alors H (k) = ZFC — P. En conclure
que l'axiome des parties n’est pas une conséquence des autres axiomes de ZFC.

Exercice 2. Deux relations fonctionnelles utiles
On se place dans un modele U de ZF.

(1) Montrer qu'il existe une relation fonctionnelle bijective sans parametres entre les suites
finies d’ordinaux et les ordinaux.

(2) Montrer qu'il existe une relation fonctionnelle bijective sans parametres entre w et V.

Exercice 3. Le retour de ’appartenance tordue.

(1) En utilisant les notions de formules bornées vues en cours, donner une preuve complete
du fait que V,, satisfait les axiomes de ZF, sauf 'axiome de l'infini.

(2) On fixe une bijection o entre Pr(w) (I'ensemble des parties finies de w) et w, et on définit
une relation €, sur w par z €, y si * € o~ '(y). Montrer que (V,,, €) se plonge dans
(w, €,) de maniére unique.

(3) Montrer que si o satisfait que z € o~ 1(y) implique z < ¥, alors le plongement est un
isomorphisme.

(4) Donner un exemple de tel o.

Exercice 4. Modeles de Fraenkel-Mostowski, suite

On travaille dans un modele U de ZF ayant un ensemble A non vide d’atomes. On définit par
induction transfinie :

Wo = A
Wa+1 = P(Wa)
W, = U W, si limite.
a<\
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(1) Soit W la classe W = |, W,. Montrer que (W, €lw) = ZF — AF.
(2) Montrer que W satisfait
Va a#0=3beca(b={b}Vvanb=0).
En déduire qu'un élément a de W est un atome (au sens de W) si et seulement si a € W,
(3) Montrer que U W = WW.
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