
Analyse S3 CC 1 PEIP-2A 2024-2025

Contrôle 1

Durée : 1h15
Toutes les réponses devront être soigneusement justifiées. La qualité de la rédaction sera prise en
compte dans le barême.

Exercice 1. Convergence uniforme.

On considère la suite de fonctions (fn)n∈N données par : pour tout n ∈ N et tout x > 0,

fn(x) = ln

(
(n+ 1)x

n+ 2

)
.

1. Montrer que la suite (fn) converge simplement vers une fonction f que l’on précisera.

2. La suite (fn) converge-t-elle uniformément vers f sur ]0,+∞[ ?

Exercice 2. Rayon de convergence.

Donner le rayon de convergence des séries entières suivantes :

1.
∑
n⩾0

2nn2zn

2.
∑
n⩾0

sin

(
1

(n+ 1)3

)
zn.

3.
∑
n⩾1

(
1 +

1

3n

)2n

zn.

4.
∑
n⩾1

(
1 +

1

3n

)2n2

zn.

Exercice 3. Un calcul de somme. Soit x ∈] − 1, 1[. Calculer la somme

+∞∑
n=0

(n − 1)xn dont on aura

auparavant justifié la convergence.

Exercice 4. Une équation différentielle.

On considère l’équation différentielle suivante : f ′(x) = f(2x). On suppose que f est solution de
l’équation et développable en série entière en zéro : on a r > 0 et une série entière

∑
n⩾0 anz

n de rayon
de convergence R ⩾ r telle que pour tout x ∈]− r, r[ on ait

f(x) =

+∞∑
n=0

anx
n.

1. Donner une relation de récurrence reliant an+1 à an.

2. En déduire que si a0 ̸= 0 alors R = 0.

3. Conclure que toute solution de l’équation différentielle f ′(x) = f(2x) développable en série
entière en zéro doit être nulle au voisinage de zéro.
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