Analyse S3 TD 2 PEIP-2A 2024-2025

TD 2 — Séries entieres

Exercice 1. Calculs de rayon de convergence.
Calculer le rayon de convergence des séries entieres de la forme ) a,2" lorsque la suite (an)nen est
donnée par :
_ 1 » .
1. ap, =5, ouaeR;

an =nV";

an = (vn)";
an = (24)P si n = 2p est pair et 0 sinon ;
ap = an; avec P et Q) des polyndémes non nuls;

_ Inn
an = 33n—2 -
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Exercice 2. Développements en série entiere.
Donner le développement en série entiere des expressions suivantes

1. e "2 en 1; 4. In(x+a)en0oua>0; 7y arcmnt)dt en 0;
2. arctan (1+ 2) en 0; 5. e cosz en 0 8. (llfgf)g en 0.
3. m en 0; 6. cos®(z) en 0;

Exercice 3. Calculs de sommes.
Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entieres suivantes :

2, =D" _on. 2.

L > n%z CED DR Tos A 5 Linz1 TE—m
(n+2)2 (=)™ 9 sin(na)
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Exercice 4. Coefficient mystére.
Soit (an)nen une suite réelle convergeant vers a € R
1. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere ) 922" est égal a +oo0.
2. Pour z € C, on note f(z) la somme de la série ) 92", Calculer lim e *f(x).
T—r+00
Exercice 5. Une fonction pas développable en série entiére mais de classe C*°.

Montrer que la fonction définie par f(t) =0sit < 0et f(t) = e~7 sit >0 est de classe O mais pas
développable en série entiere en 0.

Exercice 6. Une équation différentielle classique.
Pour quelles valeurs de a € R existe-t-il une fonction f non nulle développable en série entiere au point
0, telle que f'(x) = f(ax)? Préciser le rayon de convergence de la série entiere obtenue.

Exercice 7. Une équation différentielle plus compliquée.
On considere 1’équation différentielle

(1) (1+a22y —2y=0.
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1. Soit f(z) = Y 07, apx™ une série entiere de rayon de convergence R non nul. Montrer que f
est solution de si et seulement on si on a

n—2
n+ 2

2. Montrer qu’il existe une unique fonction f solution de telle que

Opto = — an pour tout n € N.

— f est développable en série entiere au voisinage de 0,

— f(0)=0et f/(0) = 1.

Calculer les coefficients et le rayon de convergence de la série entiere obtenue.
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