
Analyse S1 Complément 2 PEIP-1A 2026-2027

Complément au cours du 14 septembre

Voici la proposition qu’on a vu lundi, et sa preuve (elle contient proba-
blement des typos, envoyez moi un mail si quelque chose n’est pas clair voire
faux !).

Proposition. Soit a ∈ R, soit (un)n∈N une suite réelle, supposons que (un)n∈N
converge vers une limite ℓ ∈ R. Alors la suite (a · un)n∈N converge vers a · ℓ.
Démonstration. Soit ε strictement positif (notre marge d’erreur). Soit ε′ =

1
1+|a| (la marge d’erreur auxiliaire). Comme |a| ⩾ 0, on a 1 + |a| ⩾ 1 (en

particulier, on a pas divisé par zéro, ouf !), et du coup 1
1+|a| > 0 (car l’inverse

d’un nombre réel strictement positif est strictement positif).
Comme lim

n→+∞
un = ℓ et comme ε′ > 0, on dispose d’un rang N ∈ N tel

que pour tout n ⩾ N , on a

|un − ℓ| ⩽ ε′.

Maintenant, soit n ⩾ N . On calcule 1

|aun − aℓ| = |a(un − ℓ)|
= |a| |un − ℓ|
⩽ |a| |un − ℓ|

Il nous reste désormais à borner le terme |a| |un − ℓ|. On a

|a| |un − ℓ| ⩽ |a| ε′

=
|a|

1 + |a|
ε,

la dernière égalité découlant de la définition de ε′.
On y est presque ! Il reste à expliquer pourquoi ce dernier terme |a|

1+|a|ε
est inférieur ou égal à ε. Je vous le laisse en exercice, si vous n’y arrivez
pas il faut probablement d’abord que vous pratiquiez davantage de calculs
d’inégalités, j’essaierai d’en ajouter à la feuille de TD2 à un moment. En
tout cas je pourrai vous le réexpliquer lundi à la fin de la séance, et vous
pouvez aussi demander à vos chargés de TD.

On continue avec une série de preuves importantes sur les suites et la
convergence qu’on n’aura pas eu le temps d’aborder en cours. Ces preuves
sont hors-programme, mais permettront aux personnes intéressées de mieux
comprendre comment manipuler la définition de suite convergente.

1. Ici et plus tard, on aligne verticalement des inégalités ⩽ et des égalités =, qui portent
à chaque fois entre le terme qui suit le symbole et le terme juste au dessus (ou à gauche si
on est tout en haut), le point étant que quand on fait ça, le tout premier terme sera bien
inférieur ou égal au tout dernier.
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1 Toute suite convergente est bornée

Théorème. Soit (un)n∈N une suite convergente. Alors (un)n∈N est bornée :
il existe un réel M > 0 tel que ∀n ∈ N, |un| ⩽ M .

Démonstration. L’idée de la preuve est de dire que par convergence, les
termes de rang grand sont proches de la limite, ce qui nous permet de les
borner, et que les termes d’avant ne sont qu’en nombre fini, ce qui nous
permet aussi de les borner.

Soit ℓ = limn→+∞ un, on applique la définition de la convergence pour
ε = 1, ce qui nous fournit N ∈ N tel que pour tout n ⩾ N , on a

|un − ℓ| ⩽ 1

En remarquant que un = (un − ℓ) + ℓ, on peut alors utiliser l’inégalité
triangulaire pour obtenir que pour tout n ⩾ N , on a

|un| = |(un − ℓ) + ℓ| ⩽ |un − ℓ|+ |ℓ| ⩽ 1 + |ℓ| .

Soit alors M1 = 1+ |ℓ|, posons 2 M2 = max(|u0| , |u1| , . . . , |uN−1|) (ce maxi-
mum existe car il n’y a qu’un nombre fini de termes), alors par définition on
a que pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1},

|un| ⩽ M2

tandis que pour tout n ⩾ N on a déjà vu que

|un| ⩽ M1.

Posons alors M = M1 +M2, alors comme M1 ⩾ 0 et M2 ⩾ 0 on a à la fois
M1 ⩽ M et M2 ⩽ M 3. Soit alors n ∈ N, alors n ⩾ N ou n ⩽ N − 1, ce qui
nous permet de faire une disjonction de cas afin de prouver |un| ⩽ M :

— Si n ⩾ N , on a |un| ⩽ M1 ⩽ M .

— Si n ⩽ N − 1, on a |un| ⩽ M2 ⩽ M .

Dans tous les cas, on a obtenu l’égalité |un| ⩽ M , qui est donc prouvée pour
tout n ∈ N. Ainsi, on a exhibé M > 0 tel que ∀n ∈ N, |un| ⩽ M , et la suite
(un)n∈N est donc bornée comme voulu.

2. On pourrait aussi poser M2 =
∑N−1

i=0 |ui|, l’important étant que pour tout n ∈
{0, . . . , N − 1}, |un| ⩽ M2.

3. Si on avait posé M = max(M1,M2), le raisonnement fonctionnerait tout aussi bien :
le but est seulement d’exhiber M tel qu’on a à la fois M ⩾ M1 et M ⩾ M2.
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2 Somme de limites

Théorème. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites convergentes. Alors la
suite (un + vn)n∈N converge et on a :

lim
n→+∞

(un + vn) = ( lim
n→+∞

un) + ( lim
n→+∞

vn)

Démonstration. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N convergentes, notons ℓ = limn→+∞ un
et ℓ′ = limn→+∞ vn. Notre but est de montrer que limn→+∞(un+vn) = ℓ+ℓ′.
On commence par estimer, pour tout n ∈ N, la distance entre un + vn et
ℓ+ ℓ′ afin de savoir où aller. Soit donc n ∈ N, on a∣∣(un + vn)− (ℓ+ ℓ′)

∣∣ = ∣∣un + vn − ℓ− ℓ′
∣∣

=
∣∣(un − ℓ) + (vn − ℓ′)

∣∣
⩽ |un − ℓ|+

∣∣vn − ℓ′
∣∣ ,

la dernière inégalité découlant de l’inégalité triangulaire. Ainsi, on voit que
si on fixe ε > 0 et si chacun des deux distances |un − ℓ| et |vn − ℓ′| est plus
petite que ε/2, on a que |(un + vn)− (ℓ+ ℓ′)| ⩽ ε. Nous pouvons maintenant
passer à la démonstration proprement dite que limn→+∞(un + vn) = ℓ+ ℓ′.

Soit ε > 0. Comme ε/2 > 0, on a que

— comme limn→+∞ un = ℓ, on peut fixer N1 ∈ N tel que pour tout
n ⩾ N1, on a

|un − ℓ| ⩽ ε

2

— comme limn→+∞ vn = l′, on peut fixer N2 ∈ N tel que pour tout
n ⩾ N2, on a ∣∣vn − ℓ′

∣∣ ⩽ ε

2

On pose alors N = max(N1, N2)
4, alors on a N ⩾ N1 et N ⩾ N2.

Soit maintenant n ⩾ N , on a alors que d’une part n ⩾ N1 donc |un − ℓ| ⩽
ε
2 , et que d’autre part n ⩾ N2 donc |vn − ℓ′| ⩽ ε

2 . D’après le calcul qui a été
mené en début de preuve, on a alors∣∣(un + vn)− (ℓ+ ℓ′)

∣∣ ⩽ |un − ℓ|+
∣∣vn − ℓ′

∣∣ ⩽ ε

2
+

ε

2
= ε.

Donc, ε > 0 étant arbitraire, on a bien trouvé N ∈ N tel que ∀n ⩾
N, |(un + vn)− (ℓ+ ℓ′)| ⩽ ε. Au final, nous avons donc bien démontré

∀ε > 0, ∃N ∈ N,∀n ⩾ N,
∣∣(un + vn)− (ℓ+ ℓ′)

∣∣ ⩽ ε,

ce qui montre que limn→+∞(un + vn) = ℓ+ ℓ′ comme voulu.

4. On pourrait aussi poser N = N1 + N2, l’important est d’exhiber un entier N qui
vérifie à la fois N ⩾ N1 et N ⩾ N2.
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3 Produit de limites

Théorème. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites convergentes. Alors la
suite (un × vn)n∈N converge et on a :

lim
n→+∞

(un × vn) = ( lim
n→+∞

un)× ( lim
n→+∞

vn)

La preuve de ce théorème est plus délicate, et utilise le fait que toute
suite convergente est bornée. On va seulement en donner l’idée, en faisant
une analyse proche de celle qu’on a faite au début de la preuve du théorème
sur les sommes de de limites.

Démonstration. Soit comme avant ℓ = limn→+∞un et ℓ′ = limn→+∞ vn, et
soit n ∈ N, essayons de borner |un × vn − ℓ× ℓ′|. Pour cela, l’idée est de
”chainer des inégalités” triangulaires : on veut dire que un×vn n’est pas très
loin de ℓ× vn, qui lui-même n’est pas très loin de ℓ× ℓ′. Plus formellement,
on écrit

un × vn − ℓ× ℓ′ = (un × vn − ℓ× vn) + (ℓ× vn − ℓ× ℓ′),

et donc par inégalité triangulaire∣∣un × vn − ℓ× ℓ′
∣∣ ⩽ |un × vn − ℓ× vn|+

∣∣ℓ× vn − ℓ× ℓ′
∣∣ .

On a, d’après le résultat vu et démontré en cours limn→+∞ ℓ × vn = ℓ ×
limn→+∞ vn = ℓ×ℓ′, donc le terme de droite dans l’inégalité ci dessus (c’est-
à-dire |ℓ× vn − ℓ× ℓ′|) tend vers 0 quand n tend vers +∞.

Restera à borner le terme de gauche |un × vn − ℓ× vn|. Pour cela on le
réécrit tout d’abord en factorisant : pour tout n ∈ N on a

|un × vn − ℓ× vn| = |vn × (un − ℓ)| = |vn| × |un − ℓ| .

L’idée est maintenant d’utiliser le fait que la suite (vn)n∈N converge, donc
est bornée : on a ainsi un réel M > 0 tel que pour tout n ∈ N, |vn| ⩽ M . On
a alors par multiplication d’une inégalité par un terme positif : pour tout
n ∈ N,

|un × vn − ℓ× vn| = |vn| × |un − ℓ| ⩽ M × |un − ℓ| .

On conclut alors notre analyse du problème par l’inégalité suivante : pour
tout n ∈ N,∣∣un × vn − ℓ× ℓ′

∣∣ ⩽ M × |un − ℓ|+
∣∣ℓ× vn − ℓ× ℓ′

∣∣ . (1)

L’idée est maintenant la même que pour la somme : étant donné ε > 0, pour
n suffisament grand, les deux termes de droite seront plus petit que ε/2 ce
qui permettra de conclure.

Soit donc ε > 0.
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— (terme M × |un − ℓ|) Comme ε
2M > 0 et lim

n→+∞
un = ℓ, on peut fixer

N1 ∈ N tel que pour tout n ⩾ N1, on a

|un − ℓ| ⩽ ε

2M
.

— (terme |ℓ× vn − ℓ× ℓ′|) Comme ε
2 > 0 et comme d’après le cours

lim
n→+∞

ℓ× vn = ℓ× ℓ′, on peut fixer N2 ∈ N tel que pour tout n ⩾ N2,
on a ∣∣ℓ× vn − ℓ× ℓ′

∣∣ ⩽ ε

2

Soit alorsN = max(N1, N2), et soit n ⩾ N , alors n ⩾ N1 donc |un − ℓ| ⩽ ε
2M

et n ⩾ N2 donc |ℓ× vn − ℓ× ℓ′| ⩽ ε
2 . En combinant ces deux inégalités avec

(1), on obtient : ∣∣un × vn − ℓ× ℓ′
∣∣ ⩽ M × ε

2M
+

ε

2
= ε.

On a donc bien montré que pour tout ε > 0, il existe un rang N ∈ N tel
que pour tout n ⩾ N , on a l’inégalité |un × vn − ℓ× ℓ′| ⩽ ε, ce qui conclut
la preuve.
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