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1 Introduction
On considère le modèle introduit par Bálint Tóth de percolation sur Z2 suivant : On prend le graphe avec

les sommets de Z2 et les arêtes {(a, b), (a+1, b)} et {(a, b), (a, b+1)} pour tout a, b ∈ Z. Ensuite, de chaque
ligne verticale chaque ligne horizontale, on supprime indépendamment et avec probabilité 1

2 toutes les arêtes
paires ou toutes les arêtes impaires. On choisit deux suites aléatoires {ξ(n)}n∈Z et {η(m)}m∈Z telles que ξ(i)
(resp. η(i)) a probabilité 1/2 d’être ±1. Plus formellement, notre espace est ({1,−1}Z,P({1,−1})

⊗
Z, ( 12δ−1+

1
2δ1)

⊗
Z)2. Ces deux suites définissent alors la parité des arêtes supprimées : Si ξ(n) = 1 alors on supprime

les arêtes impaires {(n, 2k− 1), (n, 2k)} pour tout k ∈ Z, et inversement si ξ(n) = −1 on supprime les arêtes
paires {(n, 2k), (n, 2k+1)} pour tout k ∈ Z et de même pour η et les arêtes horizontales. Intuitivement, c’est
un graphe aléatoire où l’on impose que chaque sommet soit un coin, i.e. ait exactement une arête verticale
et une horizontale. On le note G(ξ, η). Comme il est bi-régulier, toute composante connexe est soit bi-infinie
soit cyclique. En effet, en choisissant un sommet de départ et une direction de parcours, il y a un chemin
unique ; si celui-ci est fini, il y a forcément un cycle, et comme chaque sommet a 2 voisins, on obtient que la
composante elle-même est un cycle.

Figure 1 – Exemple d’une configuration restreinte Marchand, Marcovici et Siest 2022

Le théorème suivant nous affirme que c’est le deuxième cas qui se réalise presque sûrement :

Théorème 1.1. Pete 2008 G n’a pas de composantes connexes infinies. De plus, il y a une infinité de
cycles autour de chaque sommet, et E[longueur du cycle contenant 0] = ∞.

Pour démontrer le théorème, on va introduire une fonction « de hauteur ». En effet, on pourra regarder le
graphe comme une carte, et les composantes connexes comme des lignes de niveau. Pour la définir, on colorie
d’abord les faces des carrés de la grille de Z2 de manière alternée en noir et blanc comme un échequier, la
face contenant le point (1/2, 1/2) étant noire, de sorte que la face (m+1/2, n+1/2) est noire si et seulement
si m + n est pair. On pose H(1/2, 1/2) = 0. En prenant un chemin de (1/2, 1/2) à (m + 1/2, n + 1/2), si
on passe d’un côté du contour à l’autre, d’une case noire à une case blanche (resp. blanche à noire), on
incrémente la hauteur par 1 (resp. on décrémente par 1). On prouve facilement que H défini ainsi ne dépend
pas du chemin suivi, en fait, on montrera une formule pour la hauteur H(n + 1/2,m+ 1/2) qui ne dépend
que de n et m.

On pourra encoder cette construction de H avec des marches aléatoires simples Xn et Yn définies en
fonction de (ξ(n))n∈Z et (η(n))n∈Z de la manière suivante :

X0 = Y0 := 0
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Xn :=

n∑
i=1

(−1)i+1ξ(i), Yn :=

n∑
i=1

(−1)i+1η(i) pour n > 0

Xn :=

0∑
i=−n+1

(−1)i+1ξ(i), Yn :=

0∑
i=−n+1

(−1)i+1η(i) pour n < 0

On vérifie que pour tout (n,m) ∈ Z2 :

H(n+ 1/2,m+ 1/2) =

⌈
Xn + Ym

2

⌉
on notera parfois H(n,m).

En effet, si la formule est vraie pour (2n, 2m), alors la face est noire, si ξ(2n + 1) = 1 alors on garde
l’arête {(2n, 2m), (2n, 2m+ 1)} et donc H(2n, 2m+ 1) = H(2n, 2m) + 1. Par ailleurs on a X2n+1 = X2n + 1

et de plus X2n +Y2m est paire donc
⌈
X2n+1+Y2m

2

⌉
=
⌈
X2n+Y2m

2

⌉
+1. De même, si ξ(2n+1) = −1 alors il n’y

a pas d’arête et ⌈X2n+1+Y2m

2 ⌉ = ⌈X2n+Y2m

2 − 1/2⌉ = ⌈X2n+Y2m

2 ⌉. Les mêmes arguments de parité marchent
pour montrer les autres cas, plus intuitivement, la partie entière et la division par 2 assure que l’on ne croit
ni décroît que quand on passe par une arête, et le (−1)i+1 tient compte de la couleur de la face.

Cette construction nous permet d’étudier la hauteur en étudiant les deux marches aléatoires simples Xn

et Yn.

2 Mouvement brownien

2.1 Espace des fonctions continues et construction du mouvement brownien
La brève description suivante du mouvement brownien suit assez fidèlement les notes de cours d’Igor

Kortchemski Kortchemski 2020a, elle a comme but seulement de donner un cadre simple de ce que l’on
appelle mouvement brownien que l’on aura besoin de manipuler par la suite.

Définition 1. Un mouvement brownien de dimension m {B(t) : t ≥ 0} est une famille (B(t))t≥0 de variables
aléatoires réelles qui satisfait les conditions suivantes :

1. B(0) = 0

2. Pour tout ensemble fini de temps 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn, les variables aléatoires B(tn)−B(tn−1), . . . , B(t2)−
B(t1) sont indépendantes.

3. Pour tout t ≥ 0 et h > 0, on a B(t+ h)−B(t) ∼ N(0, h · Im).
4. presque sûrement, t → B(t) est continu.

Théorème 2.1. Le mouvement brownien défini ci-dessus existe.

Notation. Si K, E sont des espaces métriques avec K compact, on note C(K,E) l’ensemble des fonctions
continues de K dans E, muni de la distance

d(f, g) = sup
x∈K

dE(f(x), g(x)).

Proposition 2.2. Soit (K, ρ) un espace métrique compact et (E, dE) un espace polonais. Alors (C(K,E), d)
est un espace polonais.

Définition 2. La tribu produit B(E)⊗I est la plus petite tribu sur EI qui rend toutes les projections πt :
EI → E mesurables. Les ensembles de la forme

{(xi)i∈I : (xt1 , . . . , xtk) ∈ A1 × · · · ×Ak} ,

avec Aj ∈ B(E), sont appelés cylindres et forment un π-système générateur.
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Définition 3. Soit µ une mesure sur de probabilité sur EI . Pour t1, . . . , tk ∈ I, on note µt1,...,tk la mesure
image de µ par la projection (xi) 7→ (xt1 , . . . , xtk). Ces mesures sont appelées marginales fini-dimensionnelles
de µ.

Proposition 2.3. Une mesure µ est entièrement déterminée par ses marginales fini-dimensionnelles.

Théorème 2.4 (Extension de Kolmogorov). Toute famille cohérente de marginales sur EI définit une unique
mesure µ ayant ces marginales.

On note C = C(K,E), BC la tribu borélienne de C, et PC la trace de la tribu produit B(E)⊗K sur C.

Proposition 2.5. On a BC = PC .

Démonstration. Les projections πx : f 7→ f(x) sont continues donc mesurables pour BC , ce qui implique
PC ⊂ BC . On montre ensuite que les boules ouvertes de C sont mesurables pour PC . Par séparabilité de C,
tout ouvert est une union dénombrable de boules ouvertes, donc mesurable.

L’espace C(R+, E) est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, c’est un espace
polonais qui est métrisable.

Définition 4. Soit (Bt)t∈R+ un mouvement brownien en dimension d, défini sur un espace de probabilité
(Ω,F , P ). La mesure de Wiener en dimension d est la mesure de probabilité P0 sur C(R+,Rd) définie comme
la mesure-image de P(dω) par l’application

Φ : ω 7→ (Bt(ω))t∈R+

Ω −→ C(R+,Rd)

Proposition 2.6. Le Gall 2022
Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien. Alors, pour tout choix de 0 = t0 < t1 < · · · < tn, la loi du vecteur

(Bt1 , Bt2 , . . . , Btn) a pour densité.

p(x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2
√
(t1 − t0) . . . (tn − tn−1)

exp

(
−

n∑
i=1

(xi − xi−1)
2

2(ti − ti−1)

)

où par convention x0 = 0.

Démonstration. Les variables Bt1 , Bt2 − Bt1 , . . . , Btn − Btn−1
étant indépendantes et de lois respectives

N(0, t1), N(0, t2 − t1), . . . , N(0, tn − tn−1), le vecteur (Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1
) a pour densité

q(y1, . . . , yn) =
1

(2π)n/2
√

t1(t2 − t1) . . . (tn − tn−1)
exp

(
−

n∑
i=1

y2i
2(ti − ti−1)

)

et il suffit de faire le changement de variables xi = y1 + · · ·+ yi pour i ∈ {1, . . . , n}.

De même, en prenant des marginales fini-dimensionnelles qui satisfont ces formules sur C(R+, R
d), et en

vérifiant qu’elles sont cohérentes, on montrera grâce au théorème d’extension de Kolmogorov l’existence de
la mesure de Wiener et on aurait construit le mouvement brownien.

2.2 Résultats préliminaires
Soit (Xi)i≥1 des variables aléatoires iid dans Rd telles que E(X1) = 0 et Cov(X1) = Id. On pose S0 = 0,

Sn = X1+ · · ·+Xn, et on pose par interpolation linéaire St = (1−{t})S⌊t⌋+ {t}S⌈t⌉. On définit S(n)
t = Snt√

n
,

de sorte que S(n) est une variable aléatoire à valeurs dans C(R+,R).

Lemme 2.7 (Théorème de Donsker). Kortchemski 2020b La suite S(n) converge en loi dans C(R+,R)
vers un processus brownien (B(t))t≥0.
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Lemme 2.8 (de Poincaré). Walters 1982 Si T : X → X est une fonction mesurable préservant la
mesure P , alors P(B ∩ lim sup(T k(B))c) = 0. En d’autres termes, a un ensemble de mesure nulle près,
B ⊂ lim supT k(B).

Démonstration. Il suffit de montrer que B \
⋃

n≥k T
−n(B) est de mesure nulle. On a T−1(

⋃
n≥k T

−n(B)) =⋃
n≥k+1 T

−n(B) Comme T preserve la mesure, ces deux ensembles ont même mesure. On a donc

P(B \
⋃
n≥k

T−n(B)) ≤ P(
⋃
n≥0

T−n(B) \
⋃
n≥k

T−n(B)) = P(
⋃
n≥0

T−n(B))− P(
⋃
n≥k

T−n(B)) = 0

Lemme 2.9. Si B est un événement de la tribu borélienne de X := C(R+,R) tel que P(B) > 0, alors B se
produit à une infinité d’échelles presque sûrement, c’est-à-dire, si

T : X → X

f 7→
(
x 7→ f(2x)√

2

)
alors P(lim supT k(B)) = 1

Démonstration. Puisque T préserve la mesure P (en effet, λ−1/2Bλt est un processus brownien) , on déduit
du lemme de Poincaré que

P(lim supT k(B)) > P(B) > 0.

Il suffit donc de montrer que T est mélangeante, c’est-à-dire que pour tous A,B ∈ B(X), on a :

P(A ∩ T k(B))
k→+∞−−−−−→ P(A)P(B).

On en déduira alors que pour tout événement stable par T ,

P(A) = P(A ∩ T k(A)) −→ P(A)2,

donc P(A) ∈ {0, 1}. Comme lim supT k(B) est stable par T et de probabilité positive, on aura le résultat.
Montrons que T est mélangeante en suivant le plan suivant :
On montre que pour tous A,B cylindres, P(A ∩ T k(B)) → P(A)P(B). Ensuite, on fixe un cylindre A, et

on montre que si (Bi)i≥0 sont des événements disjoints qui vérifient le mélange, alors

P

A ∩ T k

⋃
i≥0

Bi

 −→ P(A)P

⋃
i≥0

Bi

 ,

par σ-additivité et convergence dominée. De même,

P(A ∩ T k(Bc)) = P(T−k(A) ∩Bc) = P(T−k(A))− P(T−k(A) ∩B),

donc
P(A ∩ T k(Bc)) = P(A)− P(A ∩ T k(B)) −→ P(A)(1− P(B)) = P(A)P(Bc).

Donc l’ensemble des B satisfaisant le mélange pour un A fixé est un tribu qui contient les cylindre, il contient
donc tout les boréliens. Cela donne le résultat pour A cylindre et B mesurable.

Comme on n’a pas utilisé la forme particulière de B, il est clair que le même argument montre que c’est
vrai pour tout A mesurable en fixant B mesurable. Donc, c’est vrai pour tout A,B mesurables.

Il reste à montrer le mélange sur les cylindres : Comme R est σ-compact, on peut se restreindre sur des
cylindres compacts :
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On utilise la formule :

P(Bt0 ∈ A0, Bt1 ∈ A1, . . . , Btn ∈ An) = 1A0
(0)

∫
A1×···×An

dx1 · · · dxn

(2π)n/2
√

t1(t2 − t1) · · · (tn − tn−1)

× exp

(
−

n∑
i=1

(xi − xi−1)
2

2(ti − ti−1)

)
,

où x0 = 0.
Soient :

B = {f | f(t1) ∈ B1, . . . , f(tm) ∈ Bm, Bi ∈ B(X)} , A = {f | f(s1) ∈ A1, . . . , f(sn) ∈ An, Ai ∈ B(X)} .

Alors :

T−k(B) =
{
T−k(f) | f(t1) ∈ B1, . . . , f(tm) ∈ Bm

}
=
{
f | T kf(t1) ∈ B1, . . . , T

kf(tm) ∈ Bm

}
=

{
f | f(2

kt1)√
2k

∈ B1, . . . ,
f(2ktm)√

2k
∈ Bm

}
=
{
f | f(2kt1) ∈

√
2kB1, . . . , f(2

ktm) ∈
√
2kBm

}
.

Quitte à appliquer T−k pour un k suffisamment grand, on peut supposer que :

0 < s1 < · · · < sn < t1 < · · · < tm.

On a alors :

P(A ∩ T−k(B))

=

∫
A1×···×An×

√
2kB1×···×

√
2kBm

dx1 · · · dxn dy1 · · · dym
(2π)(n+m)/2

√
s1(s2 − s1) · · · (sn − sn−1)(2kt1 − sn) · 2k(t2 − t1) · · · 2k(tm − tm−1)

× exp

(
−

n∑
i=1

(xi − xi−1)
2

2(si − si−1)
− (y1 − xn)

2

2(2kt1 − sn)
−

m∑
i=2

(yi − yi−1)
2

2 · 2k(ti − ti−1)

)
,

avec x0 = 0, s0 = 0.
En changeant de variable : y′i =

yi√
2k

, on obtient :

P(A ∩ T−k(B)) =

∫
A1×···×An×B1×···×Bm

dx1 · · · dxn dy1 · · · dym
(2π)(n+m)/2

√
s1(s2 − s1) · · · (sn − sn−1)(t1 − sn

2k
) · (t2 − t1) · · · (tm − tm−1)

× exp

(
−

n∑
i=1

(xi − xi−1)
2

2(si − si−1)
−

(y1 − xn

2k
)2

2 · (t1 − sn
2k
)
−

m∑
i=2

(yi − yi−1)
2

2(ti − ti−1)

)
.

Cela tend, par convergence dominée (Tout est intégrable car on intègre sur des compacts), vers :∫
A1×···×An×B1×···×Bm

dx1 · · · dxn dy1 · · · dym
(2π)(n+m)/2

√
s1(s2 − s1) · · · (sn − sn−1)(t1 − 0) · (t2 − t1) · · · (tm − tm−1)

× exp

(
−

n∑
i=1

(xi − xi−1)
2

2(si − si−1)
− (y1)

2

2(t1)
−

m∑
i=2

(yi − yi−1)
2

2(ti − ti−1)

)
= P(A)P(B),

ce qui termine la preuve.
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3 Preuve du théoreme
On définit la région carrée QN := {(m+1/2, n+1/2),max(m,n) = N} et AN,M = {(m+1/2, n+1/2), N ≤

max(m,n) ≤ M}.
Lemme 3.1. Si 0 < N < M et si la fonction de hauteur restreinte à la face extérieure de QN (resp. QM )
est strictement positive (resp. strictement négative), alors il existe un contour de niveau 0 qui fait le tour de
0 dans la région entourée par les deux carrés.

Remarque 1. Le résultat s’applique dans le cas général de deux contours cycliques emboîtés, comme la
preuve n’utilise pas la forme du carré.

Démonstration. Comme la hauteur ne peut croître et décroître que de 1, il ne peut y avoir un chemin de QN

à QM qui ne passe pas par une case de hauteur nulle. On va prouver qu’il y a un contour (qui sera cyclique
car borné par QM ) qui fait le tour de 0 entre QN et QM . On suppose par absurde que ce n’est pas le cas : les
composantes connexes entre QN et QM sont toutes cycliques, elles sont disjointes et sont toujours séparées
par au moins une face ; elles définissent un intérieur et un extérieur. Le fait qu’ils soient disjoints permet de
montrer que AN,M \

⋃
O intérieur de cycle dans An,m

O est connexe (théorème de Jordan), mais cela donne un
chemin de QN à QM qui ne touche aucun contour, et qui ne change donc pas d’hauteur, ce qui est absurde.
Ensuite, on pourra supposer qu’un tel contour est de niveau strictement entre h1 := inf(n,m)∈QN

H(n +
1/2,m + 1/2) et h2 := sup(n,m)∈QM

H(n + 1/2,m + 1/2). En effet, sinon, on pourrait itérer en utilisant la
remarque avec ce contour et QM et obtenir une suite de contours de plus en plus grands (au sens d’emboî-
tement) et de hauteurs supérieures ou égales à h1, ce qui est absurde car il ne pourrait y en avoir qu’un
nombre fini.
Le même argument d’itération permet de faire une dichotomie pour trouver un contour de niveau 0 qui
entoure 0.

Preuve du Théorème 1.1. On pose l’événement :

AN :=


Xn ≥ −

√
N, n ∈ {−N, . . . , N},

Xn ≤ 2
√
N, n ∈ {−2N, . . . , 2N},

XN >
√
N, X−N >

√
N,

X2N < −2
√
N, X−2N < −2

√
N


de sorte que si BN := AN (Xn)∩AN (Ym) se réalise, on aurait H(QN ) > 0 et H(Q2N ) < 0 et donc on aurait
un contour de niveau 0 qui entoure 0 par 3.1.

On pourra étendre les variables aléatoires Xn√
N

en des fonctions XNt√
N

définies d’abord sur les k
N pour

k ∈ {−RN, . . . , RN}, et qu’on étendra ensuite sur [−R,R] par interpolation linéaire.
L’événement AN (Xn) s’écrit donc comme :

XNt√
N

≥ −1, t ∈ [−1, 1],
XNt√

N
≤ 2, t ∈ [−2, 2],

XN√
N

> 1, X−N√
N

> 1,
X2N√

N
< −2, X−2N√

N
< −2


Par le théorème de Donsker, la suite

(
XNt√

N

)
N≥0

converge en loi vers un brownien (B(t))t≥0 (dans l’espace

C(R+,R)). Et de même,
(

XNt√
N

)
N≤0

converge en loi vers un brownien dans C(R−,R).

Le produit de ces deux espaces est Ω = {f ∈ C(R,R) | f(0) = 0}, qu’on munit de la tribu produit et
de la mesure produit. On note aussi que T s’étend à cet espace et que le système dynamique sera toujours
mélangeant comme produit de systèmes dynamiques mélangeants.

On pose alors

E =

f ∈ Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣
f(t) ≥ −1, t ∈ [−1, 1],
f(t) ≤ 2, t ∈ [−2, 2],
f(1) > 1, f(−1) > 1,
f(2) < −2, f(−2) < −2


7



qui est un borélien.
Sa frontière est

{f ∈ C(R,R) | ∃x ∈ [−1, 1] : f(x) = 2 ou ∃x ∈ [−2, 2] : f(x) = −1} ∩ E.

La probabilité que le maximum ou le minimum d’un brownien soit 2 ou −1 sur un intervalle fixe est
nulle, en effet, ce maximum suit une loi à densité Privault 2023 ; on peut donc appliquer le théorème de
Portemanteau et montrer que :

P(AN (Xn)) −−−−→
N→∞

P ({B(t) ≥ −1, t ∈ [−1, 1], B(t) ≤ 2, t ∈ [−2, 2], B(1) > 1, B(−1) > 1, B(2) < −2, B(−2) < −2})

On a de même :

A2iN =



X2iNt√
2iN

≥ −1, t ∈ [−1, 1],
X2iNt√

2iN
≤ 2, t ∈ [−2, 2],

X2iN√
2iN

> 1,
X−2iN√

2iN
> 1,

X2·2iN√
2iN

< −2,
X−2·2iN√

2iN
< −2


ce qui correspond à la limite :f ∈ Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f(2it)√

2i
≥ −1, t ∈ [−1, 1],

f(2it)√
2i

≤ 2, t ∈ [−2, 2],

f(2i) > 1, f(−2i) > 1,
f(2 · 2i) < −2, f(−2 · 2i) < −2

 = T−i(E)

et donc on a P(A2iN ) −−−−−→
N→+∞

P(T−i(E)).

On considère l’événement ⋃
I⊂{1,...,n}

|I|≥k

⋂
i∈I

A2iN .

Comme on n’a que des intersections et des réunions finies, le bord de cet événement est inclus dans⋃
n∈N

∂An.

On a alors, par le théorème de Portemanteau, comme cela est de mesure nul, que

P

 ⋃
I⊂{1,...,n}

|I|≥k

⋂
i∈I

A2iN

 −−−−−→
N→+∞

P

 ⋃
I⊂{1,...,n}

|I|≥k

⋂
i∈I

T−i(E)

 .

Pour n assez grand,

P

 ⋃
I⊂{1,...,n}

|I|≥k

⋂
i∈I

T−i(E)

 > 1− ε,

car P(lim supT−i(E)) = 1, par le lemme 2.9.
Donc, en fixant ce n et en prenant N assez grand, on a

P

 ⋃
I⊂{1,...,n}

|I|≥k

⋂
i∈I

A2iN

 > 1− 2ε.
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Ainsi, la probabilité qu’au moins k événements parmi les Aj se réalisent est supérieure à 1 − 2ε, indépen-
damment de n et N . Cela est donc vrai pour tout ε > 0, et cette probabilité est égale à 1.

Comme cela est vrai pour tout k, on a presque sûrement que lim supAi se réalise.

Par indépendance de Xn et Yn, le couple
(

XNt√
(N)

, YNt√
N

)
converge en loi vers (Xt, Yt), un couple de

browniens, c’est un produit de deux systèmes dynamiques mélangeants, donc il est mélangeant, un argument
identique à celui du lemme 2.9 et tout ce qui précède montre que P(lim supBn) = 1.

De plus, quitte à tout translater, le même argument fonctionne pour un point quelconque.
Cela implique le deuxième point du théorème. Pour le premier point, il suffit de voir que s’il y avait une

composante infinie, elle couperait le plan en deux régions, de sorte que si x appartient à cette composante, il
ne pourrait avoir aucune composante autour de lui, ce qui est de probabilité nulle. Donc, presque sûrement,
les composantes connexes sont finies.

Il nous reste à calculer l’espérance de la longueur du cycle contenant 0 : pour cela, on regarde l’intersection
de ce cycle avec l’axe des abscisses d’abscisse N minimal. Cela nous donne une excursion de taille N de la
marche aléatoire simple Xn. Si cette excursion est de taille > n, il est clair que le diamètre de notre cycle
l’est aussi.

Comme la longueur des excursions de la marche aléatoire simple a une queue de distribution de ≈ cn−1/2,
on a :

P(diamètre > n) ≥ cn−1/2

et cette série diverge, donc on a E[longueur du cycle contenant 0] = ∞.

4 Cas des directions préférées
Le modèle précédent a une interprétation en termes de marche aléatoire avec mémoire. Selon la parité

des arêtes gardées sur une ligne ou une colonne, on décidera d’aller à droite ou à gauche et puis en haut
ou en bas, cela impose que la direction prise sur une même ligne ou colonne sera toujours la même. Ce
que nous dit le théorème 1.1 est donc que cette marche est récurrente et que son temps de retour "espéré"
est infini. On va chercher de garder cette analogie dans le modèle biaisé. Dans ce cas, si on voulait que
la probabilité que la marche choisisse d’aller à droite soit q, on aura besoin d’alterner selon la parité du
sommet (la parité de la somme de ses coordonnés). On définit donc Ze := {(n,m) ∈ Z2,∃k : n+m = 2k} et
Zo := {(n,m) ∈ Z2,∃k : n+m = 2k+1} Et on gardera l’arête Si et seuelement si (n,m) ∈ Ze et ξ(n) = 1 ou
(n,m) ∈ Zo et ξ(n) = −1 Et l’arete. Si et seuelement si (n,m) ∈ Ze et η(n) = 1 ou (n,m) ∈ Zo et η(n) = −1.

Figure 2 – Exemple de la marche avec mémoire Marchand, Marcovici et Siest 2022
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Remarque 2. Ce modèle est assez symétrique
1. Le modèle de paramètres (p, q) a la même loi que le modèle de paramètres (1− p, 1− q) translaté par

(1, 0) ou par (0, 1). donc la distribution P est invariante par des translations paires.
2. Le modèle de paramètres (p, q) a la même loi que le modèle obtenu par symétrie par rapport à l’axe

des x (respectivement l’axe des y) du modèle de paramètres (p, 1− q) (respectivement (1− p, q)).
3. Le modèle de paramètres (q, p) a la même loi que le modèle obtenu par symétrie par rapport à la droite

d’équation y = x du modèle de paramètres (p, q).

On note G l’éspace des sous graphes de Z2 qui vérifient les contraintes de notre modèle. On a alors que

Proposition 4.1. Les translations τ(k,l) paires ((k, l) ∈ Ze) sont ergodiques.

Démonstration. On montre que τ(k,l) est mélangeante selon le même schéma qu’avant. Si A et B sont mesu-
rable par rapport des ensembles finis de lignes et colonnes IA et IB , par inépendance des lignes et colonnes,
et que a partir d’un certain rang N τ−n

(k,l)(IB) ∩ IA = ∅ donc on a

lim
n→+∞

P(A ∩ τ−n
(k,l)(B)) = P(A)P(B).

Par les mêmes arguments qu’avant, ce mélange reste vrai pour tout les évènements.

Théorème 4.2. Pour tout (k, l) ∈ Z2 tel que k ̸= 0 et l ̸= 0, si f ∈ L1(G), alors

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

f ◦ τ i(k,l) = E(f) p.s.

C’est le théorème ergodique de Birkhoff Walters 1982 énoncé dans notre cas particulier.

Théorème 4.3. Marchand, Marcovici et Siest 2022 Avec probabilité positive, la composante connexe
de l’origine est infinie. De même, presque sûrement, il y a une infinité de composantes connexes infinies.

La preuve utilisera la même fonction d’hauteur, mais elle s’exprimera légèrement différemment par rapport
aux variables ξ et η, en effet, avec la règle de parité on a : H(n+ 1/2,m+ 1/2) = ⌈Xn+Ym

2 ⌉
mais cette fois-ci

X0 = Y0 := 0

Xn :=

n∑
i=1

ξ(i), Yn :=

n∑
i=1

η(i) pour n > 0

Xn :=

0∑
i=−n+1

ξ(i), Yn :=

0∑
i=−n+1

η(i) pour n < 0

Théorème 2.1. Preuve : Par les propriétés de symétrie, on peut se ramener au cas q>1/2. Par la loi des
grands nombres, il existe K > 16

2q−1 tel que l’événement

∀n ≥ K,
Xn

n
− 2q − 1

2
>

2q − 1

4
,

X−n

n
− 1− 2q

2
<

1− 2q

4

ait probabilité positive.

En prenant m ≤ (2q − 1)n, on a sur cet événement que :⌈
Xn + Ym

2

⌉
>

n

2

(
Xn

n − (2q − 1)

2

)
> 1 et de même

⌈
X−n + Y−m

2

⌉
< −1.

On définit donc l’événement :

A =

{
∀n ≥ K, ∀0 ≤ m ≤ 2q − 1

2
n,

⌈
Xn + Ym

2

⌉
> 1 et

⌈
X−n + Y−m

2

⌉
< −1

}
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qui sera de probabilité positive.

On pose alors

Π : ({−1, 1})Z)2 → ({−1, 1})Z\[−K,K])2, (ξn, ηn) 7→ ((ξn)|n|>K , (ηn)|n|>K)

Et l’événement
Ast := {(ξ, η) | Π(ξ, η) ∈ Π(A), (ξK , ηK) = (1K , 1K)}

où ξK est la restriction de ξ à [−K,K].

Par indépendance, on a :

P(Ast) = P ((ξK , ηK) = (1K , 1K)) · P
(
Π−1(Π(A))

)
> p2K+1q2K+1P(A)

De plus Ast ⊂ A, en effet :

H(ξ,η)

(
n+

1

2
,m+

1

2

)
=

⌈
Xn + Ym

2

⌉
=

⌈
K +

∑n
k=K+1 ξ(k) + min(m,K) +

∑m
k=min(m,K)+1 η(k)

2

⌉

=

⌈
K +

∑n
k=K+1 ξ̃(k) + min(m,K) +

∑m
k=min(m,K)+1 η̃(k)

2

⌉

≥

⌈∑n
k=1 ξ̃(k) +

∑m
k=1 η̃(k)

2

⌉
≥

⌈
X̃n + Ỹm

2

⌉
= H(ξ̃,η̃)

(
n+

1

2
,m+

1

2

)
Et de la même manière on prouve :

H(ξ,η)

(
−n+

1

2
,−m+

1

2

)
> H(ξ̃,η̃)

(
−n+

1

2
,−m+

1

2

)

Sur Ast, les composantes connexes sont des escaliers, le contour de l’origine est de hauteur −1. S’il était
fini, alors les points (K,−K) et (−K,K) sont connectés dans (Z \ [−K,K])2, mais alors on passe forcément
par une des régions

−2q − 1

2
n ≤ m ≤ 2q − 1

2
n, n > K ou n < −K

qui sont par construction de hauteurs > 1 ou < −1 respectivement, ce qui est absurde car la hauteur est
constante selon un contour.

Donc, avec probabilité positive, la composante de l’origine est infinie.
Ensuite, en prenant (k, l) tels que 0 < k

l < 2q−1
2 , par le théorème 4.2 on a :

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

1ASt
◦ τ i(k,l) = P(ASt) > 0

Presque surement.
Ce qui donne une suite Nk telle que Nk+1 − Nk > K et τ−Nk(ASt) se réalise. Les composantes des points
(Nk, Nk) sont infinis est disjointes par construction. En effet, les translatés passent par des régions de hauteurs
différentes grâce à la condition 0 < k

l < 2q−1
2 . Donc on prouve qu’il y a une infinité de composantes connexes

infinies presque sûrement.
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